A talpponti haromszog Keriilete és teriilete
A feladat

Adott az ABC hegyesszogli haromszog, a , b, ¢ oldalaival.
Hatarozzuk meg talpponti haromszogének keriiletét €s tertiletét!

A megoldés
Ertelmezés —[1] -
A hegyesszogii haromszog talpponti hdromszoge a magassagok talppontjai alkotta harom -

$z0g.

A részletezéshez tekintsuk az 1. abrat!
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i 1. abra



Eszerint a PQT talpponti haromszog oldalai p , q, t. Ha ezek ismertek, akkor
~ a keriilete, az oldalak 6sszegeként:
Kiap=P+q+t; (1)

~ a teriilete Heron képletével:

* t Ktq
Ttalp:\/5*'(5*_19)'(5'*—Q)'(S*—t),S :p+;1+ — tzlp (2)

all el6. Ezek szerint a f0 feladat p, g, t eldallitasa.
Megint az 1. abra szerint:

a=a,+a,,a =c-cosff, a,=b-cosy ; (3)
b=by,+b,, b=a-cosy, b, =c-cosa . (4)
c=c¢c;+c,, ¢g=b-cosa, c,=a-cosf . (5)

Most koszinusztétellel:
p?=b3+c}—2-byc, cosa ,

p?=c?-cos’a+b?-cosa—2-c-cosa-b-cosa-cosa ,
p? =cos?a-(c?+b?>—2-b-c-cosa) =cos?a-a?, tehat:
p?=a?-cos’a - p=a-cosa . (6)

Hasonloan kapjuk, hogy:

q=Db-cosf , (7)
t=c-cosy . (8)

Ismét koszinusztétellel:

2 2 2
c“+b“—-a
a’?=c?+b>—2-b-c-cosa - cosq = ——

2°b-c
c? +b% - qa? 2 ¢%+b%-a? ,
=a-cosa=ar—m™m™”©=aq" - —m—m/m/m/// tehat:
p 2'b-c 2-a-b-c ’
2,12 2
2 C“+b°—-a
—q? — 9
p 2a*b-c ( )
Teljesen hasonldan:
a?+c? - p?
=p2. =T 7 10
q 2-a-b-c ’ ( )
a? + p?% - 2
f=c2. .0t (11)

2-ab-c

fgy (1),(9),(10)és (11 ) szerint:



c?+b?-a? a? +c? - p? a® +b% - c?
2. bZ_—_l_CZ.—
2-a‘b-c 2a*b-c 2-a‘b-c
[a? - (—a?+ b2+ c?) +b%-(a®>— b?>+ ) +c? (a2 + b2 — ¢?)].(12)

Kiap = a ’
1

Ktalp - 2-a-b-c

Majd (2),(9),(10)és (11 ) szerint kapjuk a teriiletet is.
Ennek ( esetleges ) részletezését mar rabizzuk az érdekl6dé Olvasora.

M1. Elég sok kozolnivalonk van a talpponti haromszog kapcsan.

Most tekintsiik a 2. abrat!
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Minthogy hirnégyszogekrdl van szo, az elrendezésre harom Thalész - kor is rajzolhato6.

A sz0gek szambavételekor az azonos kor egy adott ivéhez tartozo keriileti szogek egyen -
16ségét hasznaltuk fel, egyebek mellett.

A szbgviszonyok olyanok, hogy az ABC haromszog magassagvonalai egyben a PQT talp -
ponti haromszog szdgfelezdi is. Minthogy a talpponti haromszogbe irhato kor kdzéppont -
ja szogfelezdinek metszéspontja, igy a magassagvonalak metszéspontja is.

A talpponti haromszogbe beirt kor sugara az ismert képlettel:

p o=t (13)

S*

A talpponti hdromszog belsd szogei a 2. dbra szerint:
pp=180°—-2-a, 9o =180°—2-F , or =180°—2-y . (14)

Ezek osszege:
opt+ oot er=3-180°—2-(a+p +y)=3-180°—2-180°=180°, (15)

ahogyan az vérhato is volt.
M2. Most szamszeriien kidolgozunk egy példat.
SZAMPELDA

Ehhez tekintsiik az 1. abrat!

Adatok:

a=+v2%2+4+9%2cm=9,21954 cm ; (a)

b=+v6%2+9%2cm=10,81665cm ; (b)

c=8cm . (c)
2 2 _ 2 2 2 2y _ (o2 2

cosa == ;bb_ca =2 +(§.J%92(.28+9 ) — 0,554700 - a =56,3099° ; (d)
2 2 _p2 2 2 2_ (p2 2

cosff =2 ;-Ca-cb _G +;2/%92(§8+9 ) = 0,216930 > B =77,4712° ; (e)
2 2 _ .2 2 2 2 2y _ 2

cosy =" = e T — 0,691905 > y = 462189° . (f)

Ellen6rzés:

a+pf+y=180°? - 56,3099° + 77,4712° + 46,2189° = 180°. ©

A talpponti hdromszog oldalai:



p=a-cosa =9,21954cm~-0,554700 = 5,11408 cm ; (9)
q=>b-cosf =10,81665cm-0,216930 = 2,34646 cm ; (h)
t=c-cosy=8cm- 0,691905 = 5,53524 cm . (1)

A talpponti hdromszog kertilete:

Kiqp =p+q+t=511408 cm + 2,34646 cm + 5,53524 cm = 12,99578 cm
tehat:

Kiqp =13 cm . (1)

A talpponti haromszog teriiletéhez:

S* _ p+;1 +t _ Kt;llp — 12,99578 cm _ 6,4—9789 cm (kl)
s*—p=6,49789 cm — 5,11408 cm = 1,38381 cm ; (k2)
s*—q =6,49789 cm — 2,34646 cm = 4,15143 cm ; (k3)
s*—t=6,49789 cm — 5,53524 cm = 0,96265 cm .. (kd)

Ezekkel a tertilet:
Ttalp = \/S* ) (S* _p) '(S* _Q) ) (S* _t) =
= \/6,49789 -1,38381-4,15143 - 0,96265 cm? = 5,9946 cm? = 6 cm? ,
tehat:
Teap = 6 cm?, (k)

A talpponti haromszogbe beirt kor sugara:

Ttal 5,9946 cm?
talp =0,9225cm = 0,923 cm ,
s* 6,4979 cm

tehat:
r= 0923 cm . (1)

r =

A talpponti haromszog szdgei:

@p = 180°—2-a = 180° — 2 - 56,3099° = 67,3802° = 67,4° ; (m)
Qo = 180°—2- B = 180° — 2+ 77,4712° = 25,0576° = 25,0° ; (n)
@r =180°—2-y = 180° — 2 - 46,2189° = 87,5622° = 87,6° . (0)

Az eredmény a 3. dbran lathato.



3. abra

M3. Az [ 1 ] munkdban megemlitik ( igazolas nélkiil ), hogy a hegyesszogii haromszogbe
irhaté haromszogek koziil a talpponti haromszognek a legkisebb a keriilete. Ennek rész -
letethez lasd [ 2 ]!

M4. A talpponti haromszog tulajdonsagaival részletesen foglalkozik a [ 3 | mii.
Ebben valaszt kapunk olyan, itt fel sem tett kérdésekre is, mint hogy hogyan viszonyulnak
egymashoz a talpponti haromszog és az eredeti haromszog keriilete és teriilete. Ehhez:

Ktalp _p+q+t _a-cosa+b-cosf+c-cosy (16)
K a+b+c a+b+c ’

Tealp _ [s*-(s*=p) ("= @) (s"= 1) s _pratt _ Keaw g=2thtec K (17)
T s'(s—-a)'(s=b)-(s-¢c) '’ 2 2’ 2 2

MB5. Ha itt valamelyik képlet nem ismerds, agy [ 4 ] - ben bizonyara megtalalhato.

M6. Belatjuk, a ( 12 ) képlet szerinti feliras kissé haszontalan. Ugyanis a valdsagban ha -
sonldan jarunk el a szampéldaban kovetett tithoz. Ennek egyik oka a zsebszamologép
hasznalatdnak akadalyai, masrészt kényelmi szempontok. A tertiletképlet kifejtését éppen



ezért nem eroltettiik.
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